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Reed-Solomon-Codes

- Einleitung

» Irving S. Reed und Gustave Solomon (MIT Lincoln Laboratory)
» ,Polynomial Codes over Certain Finite Fields.” (1960)

» Elwyn Berlekamp: Algorithmus fiir das kiirzeste linear
riickgekoppeltes Schieberegister (engl. Linear Feedback Shift
Register) fiir eine gegebene Ausgabesequenz (1968)

» James L. Massey: Anwendung des Berlekamp-Algorithmus auf
lineare Codes (1969)
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Definition
BCH-Code
Sei « eine primitive n-te Einheitswurzel iiber GF(q). Der Code
C = C(ab,ab+1, e ab+6—2)
heit ein BCH-Code zum Abstand 4.

Reed-Solomon-Code

Ein BCH-Code der Lange n = g — 1 iiber GF(q) heifit
Reed-Solomon-Code und hat zum Abstand § dann das
Generatorpolynom

£x) = (x = af)(x — ab*1).-(x P02,

Fiir b =1 ist es ein Reed-Solomon-Code im engeren Sinne.
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Nach der BCH-Schranke gilt: d>0=n—k+1.
GemaR der Singleton-Schranke gilt: k<n-—d+1
Es muss also gelten: d=29.

Also erfiillt ein RS-Code die Singleton-Schranke mit Gleichheit
(k=n—d+1) und somit ist jeder RS-Code auch ein MDS-Code.

Satz

Jeder Reed-Solomon-Code zum Abstand 6 = g — k iiber GF(q) ist
ein zyklischer [q — 1, k, g — k; g]-Code, also ein MDS-Code. O
Es gilt insbesondere, dass fiir alle k =1,...,¢g — 1 ein zyklischer

[ — 1, k, g — k; g]-Code existiert.
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Erweiterter Code
Sei C ein Code iiber GF(g). Dann ist der erweiterte Code C’ von C
definiert als:

C'={(co,---,¢n): (co5---r¢n—1 € C)und g+ -+ ¢, =0}.

Erweiterter Reed-Solomon-Code

Sei C ein [q — 1, k,q — k; g]-Code im engeren Sinne (also b = 1)
und C’ der erweiterte Code.

Dann ist C’ ein [g, k, g — k +1; g]-Code, insbesondere also auch ein
MDS-Code.
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LCodierung

Es werden zwei Codierungsmethoden ,angeboten”. ..

... mit Generatorpolynom
£(x) = (x — a?)(x — ab+1).. (x — ab+9-2)

... iber diskrete Fourier-Transformation

(das von Reed und Solomon vorgeschlagene Verfahren)
Nachricht: m = (mg, ..., mx_1)

Codewort: ¢, = ¢ = (u(1), u(a),...,u(ad72)),

wobei das gerade der Fouriervektor von u(x) ist.

{cu} ist dann der [¢ — 1, k, g — k; g]-RS-Code im engeren Sinne.
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Majority Logic Decoding — |
Empfangen wird y = ¢ + e mit Irrtumsvektor e = (e, ..., eq-2).
Der Empfanger kennt also

Yo = €+t uy+ -+ ug_q
n o= el +ug+au +-+ ok ly

und berechnet fiir ein beliebiges e die Lésungen der (7, 7)
Teilsysteme aus je k dieser Gleichungen.
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Majority Logic Decoding — I
Wir haben also Loésungen fiir (qzl) Teilsysteme aus je k dieser
Gleichungen.

Dann gilt:

Es sei w(e) = w.

Dann ergeben mindestens (q_}(_w) Teilsysteme das korrekte v,
wahrend jedes inkorrekte u hochstens (W+f:_1)—ma| auftritt.

Decodierung: Wir wihlen dasjenige u, das am haufigsten als Lésung
der Teilsysteme auftritt.

Wenn 2w(e) < d ist, liefert die Decodierung auch das richtige
Ergebnis, weil genau dann gilt:

(k) > ()
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Problem: RS-Codes sind iiber sehr langen Alphabeten definiert.
Ausgangscode: RS-Code der Lange g — 1 liber GF(q) mit g = p™.
Projizierter Code: Code iiber GF(p).

Projizierter Reed-Solomon-Code (fiir p = 2)

Fiir jeden natiirliche Zahl m und jedes k mit 1 < kK < 2™ — 1 gibt
es einen [(m+ 1)(2™ — 1), mk, d; 2]-Code mit d > 2(2™ — k).
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Projizierter erweiterter Reed-Solomon-Code (fir p = 2)

Fiir jeden natiirliche Zahl m und jedes k mit 1 < k < 2™ gibt es
einen [(m+ 1)2™, mk, d; 2]-Code mit d > 2(2™ — k + 1).
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L Beispiele

Beispiel 1
Ein [15, 10, 6; 16]-Code mit m =4, k =10, d =6 und ¢ = 16
liefert dann einen

[75,40,12; 2]-Code.
Problem: Dieser Code ist nicht zyklisch.

Beispiel 2
Ein [7,5,3;8]-Code mit m=3, k =5, d =3 und g = 8 liefert
dann einen

[21,15, 3; 2]-Code.

Dies ist das einzig bekannte Beispiel fiir einen projizierten
zyklischen Code, der selbst auch wieder zyklisch ist.
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Korrektur von Fehlerbiindeln mit projizierten RS-Codes

Sei C ein RS-Code iiber GF(q) mit g = p™, der t Fehler korrigieren
kann. C hat demnach die Lénge n=g—1=p™ — 1 und
Dimension g — 2t = p™ — 2t.

Der projizierte Code C’ iiber GF(p) hat die Linge mn = m(p™ — 1)
und Dimension m(p™ — 2t). Auch C’ kann nur t Fehler korrigieren.

C’ kann aber dariiberhinaus alle Fehlerbiindel der Lange

b < (t —1)m+ 1 korrigieren, weil jedes solcher Fehlerbiindel
hochstens t aufeinanderfolgende Symbole in C verdndert, die C
jedoch korrigieren kann.
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L Danke

Danke fiir Eure Aufmerksamkeit.
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